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L’objectiu d’aquesta nota e´s deduir una nova representacio´ dels nombres reals
positius com a suma de se`ries que involucren nombres de Fibonacci. Aixo` sera` una
aplicacio´ fa`cil d’un vell resultat de Kakeya [6]. L’article acaba amb un resultat de
Landau [7] que relaciona la suma
∑∞
n=11/Fn amb valors de les se`ries theta; ens sem-
bla que val la pena desenterrar el resultat de Landau, que a hores d’ara e´s forc¸a
inaccessible.
1. Sigui (si)i≥1 una successio´ de nombres reals positius tal que s1 > s2 > s3 > · · · i
limi→∞si = 0. Sigui S =
∑∞
i=1si ≤ ∞.
Diem que x > 0 e´s representable per la successio´ (si)i≥1 si x =
∑∞
j=1sij (amb
i1 < i2 < i3 < · · · ). Aleshores necessa`riament x ≤ S.
El primer resultat e´s degut a Kakeya; per completesa, en donem una demostracio´.
1 Proposicio´ Les condicions segu¨ents so´n equivalents:
1) Tot x, 0 < x ≤ S, e´s representable per la successio´ (si)i≥1, x =
∑∞
j=1sij , on i1 e´s
el menor ı´ndex tal que si1 < x.
2) Tot x, 0 < x < S, e´s representable per la successio´ (si)i≥1.
3) Per a tot n ≥ 1, sn ≤
∑∞
i=n+1 si.
Demostracio´: 1→ 2. Aixo` e´s trivial.
2 → 3. Si existeix n ≥ 1 tal que sn >
∑∞
i=n+1 si, sigui x tal que sn > x >
∑∞
i=n+1 si.
Per hipo`tesi x = ∑∞j=1sij amb i1 < i2 < · · · . Com que sn > x > si1 , llavors n < i1, i
per tant x =∑∞j=1sij ≤∑∞k=n+1 sk, la qual cosa e´s absurda.
3→ 1. Essent limi→∞si = 0, existeix el menor ı´ndex i1 tal que si1 < x.
Ana`logament, existeix el menor ı´ndex i2 tal que i1 < i2 i si2 < x − si1 .
Me´s generalment, per a tot n ≥ 1 definim in com el menor ı´ndex tal que in−1 < in
i sin < x −
∑n−1
j=1 sij .
Aleshores x ≥∑∞j=1sij . Suposem que x >∑∞j=1sij .
∗ Versio´ catalana, actualitzada per l’autor, d’un article aparegut a l’Enseign. Math. 31 (1985), 249–259.
Traduccio´ de Xavier Massaneda.
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Observem que existeixN tal que sim ≥ N aleshores sim < x−
∑m
j=1 sij . Altrament,
existirien infinits ı´ndexs n1 < n2 < n3 < · · · tals que sink ≥ x −
∑nk
j=1 sij . Al l´ımit
tindr´ıem 0 = limk→∞sink ≥ x −
∑∞
j=1 sij > 0, i aixo` e´s una contradiccio´.
Triem N minimal amb la propietat esmentada anteriorment.
Mostrem: per tot m ≥ N , im + 1 = im+1. De fet
sim+1 < sim < x −
m∑
j=1
sij ,
de manera que, per definicio´ de la successio´ d’´ındexs, im + 1 = im+1. Aleshores els
conjunts segu¨ents coincideixen: {iN + 1, iN + 2, iN + 3, . . . } = {iN, iN+1, iN+2, . . . }.
Seguidament mostrem que iN = 1. Si iN > 1 considerem l’´ındex iN − 1, i per la
hipo`tesi (3):
siN−1 ≤
∞∑
k=iN
sk =
∞∑
j=N
sij < x −
N−1∑
j=1
sij .
Tenim iN−1 ≤ iN − 1 < iN . Si iN−1 < iN − 1 aixo` e´s impossible, ja que iN ha estat
definit com el menor ı´ndex tal que iN−1 < iN i siN < x −
∑N−1
j=1 sij . Aix´ı iN−1 = iN − 1,
e´s a dir, siN−1 < x−
∑N−1
j=1 sij i aixo` va en contra de l’eleccio´ de N com a minimal amb
la propietat indicada.
Per tant iN = 1 i x >
∑∞
j=1sij =
∑∞
i=1si = S, en contra de la hipo`tesi. 
Fixem-nos que si les condicions anteriors se satisfan per a la successio´ (si)i≥1,
aleshores si m ≥ 0 tot x, 0 < x < S′ = ∑∞i=m+1 si, e´s representable per la successio´
(si)i≥m+1 amb i1 el menor ı´ndex tal que m+ 1 ≤ i1 i si1 < x.
Efectivament, la condicio´ (3) se satisfa` per a (si)i≥1, i aleshores tambe´ per a
(si)i≥m+1. Com que 0 < x < S′, l’observacio´ se segueix de la proposicio´.
La proposicio´ 1 ha estat generalitzada (vegeu, per exemple, Fridy [5]). Considerem
ara la qu¨estio´ de representacio´ u´nica (aixo` fou generalitzat per Brown a [3]).
2 Proposicio´ Amb les notacions anteriors, les condicions segu¨ents so´n equivalents:
2’) Tot x, 0 < x ≤ S, te´ una u´nica representacio´ x =∑∞j=1sij .
3’) Per a tot n ≥ 1, sn =
∑∞
i=n+1 si.
4’) Per a tot n ≥ 1, sn = 12n−1 s1 (i per tant S = 2s1).
Demostracio´: 2′ → 3′. Suposem que existeix n ≥ 1 tal que sn ≠
∑∞
i=n+1 si. Com
que (2’) implica (2), i per tant tambe´ (3), tenim sn <
∑∞
i=n+1 si. Sigui x tal que
sn < x <
∑∞
i=n+1 si. Per l’observacio´ que hem fet me´s amunt, x e´s representable
per la successio´ (si)i≥n+1, e´s a dir x =
∞∑
j=1
kj≥n+1
skj . Per altra part (2’) implica (2), i per
tant tambe´ (1), i aix´ı x te´ una representacio´ x = ∑∞j=1sij , on i1 e´s el menor ı´ndex
tal que si1 < x. De sn < x es dedueix que in ≤ n, de manera que x tindria dues
representacions, en contra de la hipo`tesi.
3′ → 4′. Tenim sn = sn+1+
∑∞
i=n+2 si = 2sn+1 per a tot n ≥ 1, i per tant sn = 12n−1 s1
per a tot n ≥ 1.
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4′ → 2′. Suposem que existeix x, 0 < x < S, amb dues representacions diferents
x =
∞∑
j=1
sij =
∞∑
j=1
skj .
Sigui j0 el menor ı´ndex tal que ij0 ≠ kj0 ; diguem ij0 < kj0 . Aleshores
∑∞
j=j0 sij =∑∞
j=j0 skj ≤
∑∞
n=ij0+1 sn.
Per hipo`tesi, despre´s de dividir per s1, tenim:
∞∑
n=ij0
1
2n
≥
∞∑
j=j0
21−kj =
∞∑
j=j0
2i−ij
= 21−ij0 +
∞∑
j=j0+1
2i−ij =
∞∑
n=ij0
2−n +
∞∑
j=j0+1
21−ij
i per tant
∑∞
j=j0+1 2
1−ij ≤ 0, la qual cosa e´s impossible. 
Per raons pra`ctiques, observem el segu¨ent: si sn ≤ 2sn+1 per a tot n ≥ 1, la
condicio´ (3) se satisfa`. Efectivament
∞∑
i=n+1
si ≤ 2
∞∑
i=n+1
si+1 = 2
∞∑
i=n+2
si ,
i per tant sn+1 ≤
∑∞
i=n+2 si i sn ≤ 2sn+1 ≤
∑∞
i=n+1 si.
2. Donem ara diverses maneres de representar nombres reals.
En primer lloc, la representacio´ dia`dica, que, e´s clar, pot obtenir-se directament
amb facilitat.
3 Corol.lari Tot nombre real x, 0 < x < 1 es pot escriure de manera u´nica de la
forma x =∑∞j=1 12nj (amb 1 ≤ n1 < n2 < n3 < · · · ).
Demostracio´: Aixo` s’ha vist a la proposicio´ 2, prenent s1 = 1/2. 
4 Corol.lari Tot nombre real positiu x es pot escriure de la forma x =∑∞j=1 1nj (amb
n1 < n2 < n3 < · · · ).
Demostracio´: Considerem la successio´ (1/n)n≥1, que e´s decreixent i amb l´ımit 0,
i observem que
∑∞
n=11/n = ∞ i 1/n ≤ 2/(n + 1) per a tot n ≥ 1. Aix´ı , pel teorema
de Kayeka i l’observacio´ feta anteriorment, tot x > 0 e´s representable de la manera
indicada. 
5 Corol.lari Tot nombre real positiu x es pot escriure de la forma x = ∑∞j=1 1pij (on
p1 < p2 < p3 < · · · e´s la successio´ creixent dels nombres primers).
Demostracio´: Considerem la successio´ (1/pi)i≥1, que e´s decreixent i amb l´ımit 0.
Tal com va demostrar Euler,
∑∞
i=11/pi = ∞. Pel teorema de Txebixev (demostracio´
del «postulat» de Bertrand) existeix un nombre primer a cada interval (n,2n); aix´ı
pi+1 < 2pi i 1/pi < 2/pi+1 per a tot i ≥ 1. Pel teorema de Kayeka i l’observacio´ feta
me´s amunt, cada x > 0 e´s representable de la manera indicada. 
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3. Tot seguit representarem nombres reals mitjanc¸ant nombres de Fibonacci. Co-
mencem donant algunes propietats d’aquests nombres.
Els nombres de Fibonacci so´n: F1 = F2 = 1 i per a tot n ≥ 3, Fn e´s definit per la
relacio´ de recurre`ncia Fn = Fn−1 + Fn−2.
Aix´ı la successio´ de nombres de Fibonacci e´s
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, . . .
En la proposicio´ segu¨ent donem una expressio´ en forma tancada per als nombres de
Fibonacci; aquesta expressio´ e´s deguda a Binet (1843).
Siguin α =
√
5+1
2 (el nombre d’or) i β = −
√
5−1
2 . Aleshores α+β = 1, αβ = −1, i per
tant α,β so´n les arrels de l’equacio´ X2 −X − 1 = 0 i −1 < β < 0 < 1 < α. Tenim:
6 Lema Per a tot n ≥ 1, Fn = α
n−βn√
5 i
αn−1√
5 < Fn <
αn+1√
5 .
Demostracio´: Considerem la successio´ de nombres Gn = α
n−βn√
5 per a n ≥ 1. Ales-
hores G2 = G1 = 1; a me´s,
Gn−1 +Gn−2 = α
n−1 − βn−1√
5
+ α
n−2 − βn−2√
5
= α
n−2(α+ 1)− βn−2(β+ 1)√
5
= α
n − βn√
5
= Gn ,
ja que α2 = α + 1, β2 = β + 1. Aleshores la successio´ (Gn)n≥1 coincideix amb la
successio´ de Fibonacci. Establim ara les estimacions. Sin ≥ 1 llavors (−β)n = 1/αn <
αn−1 = −αnβ = αn(α− 1) = αn+1 −αn, i
Fn = α
n − βn√
5
≤ α
n + (−β)n√
5
<
αn+1√
5
.
Ana`logament, si n ≥ 2, llavors (−β)n = 1/αn < αn−2 = −αn−1β = αn−1(α − 1) =
αn −αn−1 i Fn = αn−βn√5 ≥
αn−(−β)n√
5 >
αn−1√
5 ; aixo` tambe´ e´s cert quan n = 1. 
Per a tot m ≥ 1 sigui Im =
∑∞
n=1
1
F1/mn
. Tenim:
7 Lema Per a tot m ≥ 1, Im <∞, I1 < I2 < I3 < · · · , i limm→∞ Im = ∞.
Demostracio´: Tenim
Im <
∞∑
n=1
( √
5
αn−1
)1/m
= (
√
5)1/m
∞∑
n=1
(
1
α1/m
)n−1
= (
√
5)1/mα1/m
α1/m − 1 ,
si observem que 1/α1/m < 1. Seguidament, tenim
Im−1 =
∞∑
n=1
1
F1/m−1n
<
∞∑
n=1
1
F1/mn
= Im .
Finalment,
Im =
∞∑
n=1
1
F1/mn
>
∞∑
n=1
( √
5
αn+1
)1/m
= (
√
5)1/m
α1/m
× 1
α1/m − 1 ;
per tant, limm→∞ Im = ∞. 
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8 Proposicio´ Per a tot nombre real positiu x existeix un u´nic m ≥ 1 tal que x =∑∞
j=1
1
F1/mij
, pero` x no e´s de la forma
∑∞
j=1
1
F1/(m−1)ij
.
Demostracio´: Observem primer que cadascuna de les successions
(
1/F1/mn
)
n≥1 e´s
decreixent amb l´ımit 0. Pel lema anterior, existeixm ≥ 1 tal que Im−1 < x ≤ Im (amb
I0 = 0).
Observem que 1/Fn ≤ 2/Fn+1 ≤ 2m/Fn+1 per a m ≥ 1, ja que Fn+1 = Fn + Fn−1 <
2Fn. Per la proposicio´ 1 i una observacio´ feta anteriorment, x e´s representable
de la forma indicada, mentre que la darrera afirmacio´ es dedueix de x > Im−1 =∑∞
i=11/F
1/m−1
i . 
El nombre I1 =
∑∞
n=11/Fn sembla e´sser forc¸a misterio´s. Tal com hem vist,
√
5 <
I1 <
√
5 αα−1 . La pregunta sobre la irracionalitat de I1 va estar molt de temps sense
resposta. Andre´-Jeannin va demostrar el 1989 que I1 e´s irracional, amb unme`tode re-
miniscent del me`tode d’Aspe´ry per demostrar la irracionalitat de ξ(3) =∑∞n=1 1/n3.
4. El 1899 Landau va donar una expressio´ de I1 en termes de la se`rie de Lambert i
les se`ries theta de Jacobi. La se`rie de Lambert e´s L(x) = ∑∞n=1 xn1−xn ; e´s convergent
per a 0 < x < 1, com es pot verificar fa`cilment pel criteri de la rao´.
Les se`ries theta de Jacobi, que so´n d’importa`ncia crucial, per exemple en la teoria
de funcions el.l´ıptiques, es defineixen de la manera segu¨ent, per a 0 < |q| < 1 i z ∈ C:
θ1(z,q) = i
∞∑
n=−∞
(−1)nq(n− 12 )2e(2n−1)πiz
= 2q1/4 sinπz − 2q9/4 sin3πz + 2q25/4 sin5πz + ·· ·
θ2(z,q) =
∞∑
n=−∞
q(n+
1
2 )2e(2n−1)πiz
= 2q1/4 cosπz + 2q9/4 cos3πz + 2q25/4 cos5πz + ·· ·
θ3(z,q) =
∞∑
n=−∞
qn2e2nπiz
= 1+ 2q cos2πz + 2q4 cos4πz + 2q9 cos6πz + ·· ·
θ4(z,q) =
∞∑
n=−∞
(−1)nqn2e2nπiz
= 1− 2q cos2πz + 2q4 cos4πz − 2q9 cos6πz + ·· · .
En particular, tenim
θ1(0, q) = 0
θ2(0, q) = 2q1/4 + 2q9/4 + 2q25/4 + ·· ·
θ3(0, q) = 1+ 2q + 2q4 + 2q9 + ·· ·
θ4(0, q) = 1− 2q + 2q4 − 2q9 + ·· · .
Provem a continuacio´ el resultat de Landau.
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9 Proposicio´ Tenim:
1)
∑∞
n=1
1
F2n =
√
5
[
L
(3−√5
2
)− L(7−3√52 )
]
.
2)
∑∞
n=0
1
F2n−1 = −
√
5(1+ 2β4 + 2β16 + 2β36 + ·· · )(β+ β9 + β25 + ·· · )
= −
√
5
2 [θ3(0, β)− θ2(0, β4)]θ2(0, β4).
Demostracio´: 1) Tenim
1
Fn
=
√
5
αn − βn =
√
5
(−1)n
βn − βn
=
√
5 βn
(−1)n − β2n ,
i per tant
1√
5
∞∑
n=1
1
F2n
=
∞∑
n=1
β2n
1− β4n =
∞∑
n=1
∞∑
k=0
β(4k+2)n =
∞∑
k=0
∞∑
n=1
β(4k+2)n
=
∞∑
k=0
β4k+2
1− β4k+2 =
β2
1− β2 +
β6
1− β6 +
β10
1− β10 + ·· ·
Com que |β| < 1, aleshores
∞∑
n=1
1
F2n
=
√
5
[
L(β2)− L(β4)
]
=
√
5
[
L
(3−√5
2
)− L(7− 3
√
5
2
)]
.
2) Tenim ara
1√
5
∞∑
n=0
1
F2n−1
= −
∞∑
n=0
β2n+1
1+ β4n+2 = −
∞∑
n=0
β2n+1(1− β4n+2 + β8n+4 + ·· · )
= (−β+ β3 − β5 + β7 − β9 + ·· · )+ (−β3 + β9 − β15 + β21 − ·· · )
+ (−β5 + β15 − β25 + β35 − ·· · )+ (−β7 + β21 − β35 + β49 − ·· · )
+ ·· ·
Ens cal ara determinar el coeficient de βm (perm senar), observant que, com que
la se`rie e´s absolutament convergent, es poden reordenar els seus termes.
Si m e´s senar i d divideix m, llavors βm apareix al pare`ntesi que comenc¸a amb
−βmd amb signe {
+ quan d ≡ 3 (mod 4)
− quan d ≡ 1 (mod 4) .
Aleshores el coeficient εm de βm e´s εm = δ3(m)− δ1(m), on
δ1(m) = #{d | 1 ≤ d ≤m, d |m i d ≡ 1 (mod 4)}
δ3(m) = #{d | 1 ≤ d ≤m, d |m i d ≡ 3 (mod 4)} .
Un resultat ben conegut de Jacobi (vegeu el llibre de Hardy i Wright, pa`gina 241)
relaciona la difere`ncia δ1(m) − δ3(m) amb el nombre r(m) = r2(m) de represen-
tacions de m com a suma de dos quadrats. Me´s precisament, sigui r(m) el nombre
de parells (s, t) de nombres enters (inclosos el zero i els enters negatius) tals que
m = s2 + t2. Jacobi mostra` que
r(m) = 4[δ1(m)− δ3(m)] .
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Se’n dedueix que el nombre r ′(m)de parells (s, t) d’enters amb s > t ≥ 0 im = s2+t2
e´s
r ′(m) =
{ r(m)
8 quan m no e´s un quadrat
r(m)−4
8 + 1 = r(m)+48 quan m e´s un quadrat
(el primer sumand correspon a la representacio´ de m com a suma de dos quadrats
no nuls). Aleshores
εm = −r(m)4 =
{
−2r ′(m) quan m no e´s un quadrat
−(2r ′(m)− 1) quan m e´s un quadrat .
Essent m senar tenim s ≡ t (mod 2) , i per tant
1√
5
∞∑
n=0
1
F2n+1
=
∞∑
m=1
m senar
εmβm
= −2(1+ β4 + β16 + β36 + ·· · )(β+ β9 + β25 + ·· · )
+ (β+ β9 + β25 + ·· · )
= −(1+ 2β4 + 2β16 + 2β36 + ·· · )(β+ β9 + β25 + ·· · ) .
Aix´ı ∞∑
n=0
1
F2n+1
= −
√
5 (1+ 2β4 + 2β16 + 2β36 + ·· · )(β+ β9 + β25 + ·· · ) .
Ara podem expressar aquesta fo´rmula en termes de les se`ries de Jacobi. Concreta-
ment:
1+ 2β4 + 2β16 + 2β36 + ·· · = (1+ 2β+ 2β4 + 2β9 + 2β16 + ·· · )
− (2β+ 2β9 + 2β25 + ·· · )
= θ3(0, β)− θ2(0, β4) ,
i aleshores
∞∑
n=0
1
F2n+1
= −
√
5
2
[
θ3(0, β) − θ2(0, β4)
]
θ2(0, β4) . 
Una fo´rmula no publicada de Gert Almqvist (1983) do´na una altra expressio´ de
I1 en termes de se`ries theta de Jacobi:
I1 =
√
5
4
{[
θ2
(
0, −1
β2
)]2
+ 1
π
∫ 1
0
(
d
dx
logθ4
(
x, −1
β2
))
cotπxdx
}
.
Carlitz va considerar tambe´ el 1971 els nombres segu¨ents:
Sk =
∞∑
n=1
1
FnFn+1 · · · Fn+k ,
de manera que S0 =
∑∞
n=11/Fn = I1.
Clarament, totes les se`ries anteriors so´n convergents. Carlitz mostra` que S3, S7,
S11, · · · ∈Q(
√
5), mentre que S4k = rk + r ′kS0 per a k ≥ 1 i rk, r ′k ∈Q.
Hom pot preguntar: quina mena de nombre e´s S0? Els nombres S0, S1, S2, so´n
alge`bricament independents?
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